Ylakoulun matematiikkaa

Taivas alkaa ruohonkorsien ylapuolelta, sanoivat
lentamisen pioneerit. Mista matematiikka alkaa?

[Imeisesti ensimmaisista matemaattisia objekteja
koskevien saannonmukaisuuksien ymmartamisesta.

Seuraavassa tutkaillaan erasta laajasti kaytossa
olevaa yhdeksannen luokan oppikirjaa siteeraten
alkaako matematiikka ylakoulussa ollenkaan.



AVARUUSGEOMETRIAA (9. LUOKKA)
Pari kirjan esimerkkia avaruusgeometriasta.

Esim. 1 Pallo on suorassa ympyralieriossa, johon se nippa-
nappa sopii. Lierion pohjan ja pallon halkaisija on 10 cm.
Verrattava lierion vaipan ja pallon pinta-aloja.

Kirjassa on kuva lieriosta ja pallosta. Halkaisijat seka lierion
korkeus on merkitty erikseen 10 sentiksi. Pinta-alat todetaan
likiarvoja vertaamalla yhtasuuriksi.



Esim. 2 Pallo on kuution muotoisessa laatikossa ja sivuaa
kuution tahkoja. Kuinka monta prosenttia laatikkoon jaa
tyhjaa tilaa? Kuution sarman pituus on 5,2 cm.

Kirjassa on kuvio, johon 5,2 cm merkitty ja tulos on laskettu
ainoastaan likiarvona.

Kummassakaan esimerkissa ei tuoda esiin kappaleiden koosta
riippumatonta ratkaisua, vaan normiksi asetetaan likiarvoilla
laskeminen.



Tyypillinen tehtava nayttaa seuraavalta:

Nelja tennispalloa on pakattu paallekkain suoran ympyralierion
muotoiseen rasiaan siten, etta rasian pohja ja kansi sivuavat
alinta ja ylinta palloa. Laske rasian pinta-ala. Tennispallon
halkaisija on 2,56” ja 1”7 = 2,54 cm.



Kaytannossa kaikki tehtavat edellyttavat desimaalilukujen
pyorittelya laskimella. Lahes kaikki tehtavat on varustettu
kuviolla. Kun niihin vield on merkitty annetut tiedot
kohdilleen, ei oppilaan tarvitse hahmottaa tilannetta omilla
aivoillaan. Liiallinen havainnollistaminen tyrehdyttaa
kasitteellisen ajattelun kehittymisen.



Opettajakoulutuksessa kasvatusopin ja aineopintojen suhde on
kaantynyt sellaiseksi, ettd nahdyt esimerkit ratkaisuineen eivat
nuoremmista opettajista valttamatta tunnu kummallisilta.
Kasvatusoppineiden voimakas sekaantuminen matematiikan
opetukseen on johtanut ajattelua estaviin oppimiskaytantoihin
ja opetusmateriaaleihin.

MATEMATIIKKA ON MUUTTUNUT
DESIMAALIMOSSOKSI!



Avaruusgeometrian osio ei ole mikaan poikkeus. Kaikki
muutkin asiat on kasitelty yhta ei-matemaattisesti. Polynomien
kertolaskuja (2x 4 1)(x — 3) lasketaan sinne-tanne ilman
paamaaraa ja tarkoitusta. Rakenteellisiin ratkaisuihin viittavat
asiat, kuten (a — b)(a + b), on katketty syventavien osioiden
marginaaleihin. Yhdenmuotoisuutta ja verrantoja esitellaan,
mutta trigonometristen funktioiden riippumattomuus kolmion
koosta perustellaan sivuja mittaamalla. Myos m maaritellaan
empiirisesti, vaikka se onnistuisi katevasti verrannon avulla
ympyroiden yhdenmuotoisuuteen vedoten.



Ei tarvitse ihmetelld, miksi matematiikka koetaan perus-
koulun tylsimmaksi oppiaineeksi! Kuka tahansa kirjanpitaja
voi opettaa laskimen napeldintia valmiiden kaavojen mukaan.
Poliitikot ovatkin valaytelleet eraiden julkisten virkojen
kelpoisuusehtojen valjentamista.



MIKA NEUVOKSI?

Matematiikan on ylakoulussakin oltava ikuisien totuuksien

|6ytamista:

2mr

2
Avaippa = 211 - 2r = 4mr® = Apaiio

Matematiikka on palautettava matematiikan opetukseen!

2r



Seuraavassa eraita ajatuksia, miten kappaleista saisi
mielenkiintoista eriyttavaa pohdintaa.

1. Aivan aluksi, oppilas on opastettava tajuamaan lierid,
kartio, kuutio ja pallo matemaattisiksi abstraktioiksi,
esineiksi sinansa. Ei siis pitaisi puhua tenniksesta,
koriste-esineistd yms. joka ainoan tehtavan yhteydessa.
Matematiikka ei ole ymparistooppia eika fysiikkaa.

Kaikki eivat kykene abstrahoimaan kappaleita eika
muutakaan mielessaan, joten tassa on eriyttamisen
paikka. Siihen tarvitaan kaksi opsia ja niita vastaavat
oppimateriaalit. MAOLin on tuotava tdma selkeasti
esiin paattajien kanssa keskustellessaan.



2. Pallon ja lierion vaipan pinta-alojen yhtasuuruus
houkuttelee kokeilemaan tennispallon pakkaamista
=
-
vaipan kokoiseen paperiin. Yritys kuitenkin epdonnistuu,

silla paperi rypistyy eika peita palloa kokonaan. Vaippa
olisi revittava aarettomaksi maaraksi aarettoman pienia
paloja, jotka sopivasti aseteltuina peittaisivat pallon.
Tama johtuu pallopinnan ja suoristuvan vaipan erilaisesta
differentiaaligeometrisesta olemuksesta, minka opettaja
osaa aineopintojensa perusteella kuvailevasti selittaa.
Kirjanpitajan taidot eivat onneksi siihen riita, joten
aineenopettajat sailyttanevat virkansa jatkossakin.




3. Voidaan myos tutkia alkeellista karttaprojektiota.
Kuvion osoittamalla tavalla saadaan yksilehtinen

kartta maapallosta. Siitd saa monta mielekasta
kysymysta. Mitka alueet kuvautuvat lahes oikein,
mitka vaaristyvat pahasti? Miten kuvautuvat navat,
meridiaanit ja leveyspiirit?



Edelleen voidaan kysya, miten Suomi kuvautuu kartalle,
eli kuinka monta prosenttia Suomen pituus ja leveys
muuttuvat ja mihin suuntaan? Pohjois-eteld-suunnassa
Suomi sijaitsee valissa [60°, 70°] pohjoista leveytta ja
itd-lansi-suunnassa valissa [20°,30°] itdista pituutta.

Miksi Suomi ei ole jotakin nelidn ja ympyran valilta?
Astelukujen erotushan on 10° molempiin suuntiin.



4. Poistamalla pallosta navat ja niitd yhdistava isoympyran

kaari, saadaan yksi-yhteen kuvaus pallon pinnalta
reunattomalle suorakulmiolle. Nyt heraa todella
mielenkiintoinen kysymys: Johtuuko naiden pintojen
pisteiden sama lukumaéara pinta-alojen yhtasuuruudesta?



Vastaus saadaan kartiosta. Piirtamalla sen karjesta

puolisuoria, jotka leikkaavat kartion pohjan, saadaan
pohjan ja valipohjan valille yksi-yhteen kuvaus, vaikka
ndiden pohjien pinta-alat ovat erisuuret.

Tehtadva: Osoita sopivalla geometrisella konstruktiolla,
ettd kaikissa valeissa ]0,r[ on yhta paljon reaalilukuja.




5. Asetetaan n palloa putkirasiaan ja kysytaan, kuinka
suuren osan ne tayttavat rasian tilavuudesta.

Huomataan, etta tilavuuksien suhde on n:sta ja sateesta
riippumatta 2 : 3. Tama on Arkhimedeen?® yhdelle pallolle
toteama tulos 2200 vuoden takaa.

L Arkhimedes (287-212 eaa.), kreikkalainen matemaatikko.
O



6. Edelleen n palloa putkessa, mutta nyt putken paat on
pyoristetty paatypallojen pintaa myotaileviksi. Kuinka

5 BECEECIEY o .

n palloa

suuren osan pallot tayttavat putken tilavuudesta?

Osoittautuu, etta

Viallot __2n
Vputki 3n—1 .

Verrataan tulosta edellisessa kohdassa saatuun ja
mietitdan mita tapahtuu, jos pallojen maaraa lisataan.



Taman esimerkin kasittely tosin edellyttaisi, etta
vastaavia rationaalilausekkeita olisi aikaisemmin
sievennetty. Nain ei ole, ja tyypin

8x% — 12x
4x

lausekkeitakin kasitellaan vasta mydhemmin. Oppimaara
rakentuu epaloogisesti. Opittavat asiat eivat tue toisiaan.



POLYNOMIEN LASKUTOIMITUKSIA (9. LUOKKA)

Tehtavissa esiintyy termeja x2 ja x3, mutta lausekkeita
korotetaan potensseihin ainoastaan syventavan osaston
tutkimustehtavissa. Kaikille yhteisesta tehtavaosastosta
l6ytyi kolme alakohtaa:

(x+1)(x—1)
(x +2)(x +2)
(x +9)(x —9).

Nain vahainen maara harjoitusta ei johda yleisen saannén
havaitsemiseen eikad anna edellytyksia tarpeellisten rutiinien
omaksumiseen.



Kertolaskuja kuten (x + 3)(2x — 1) on toki osattava, mutta
ne eivat ndyta johtavan mihinkaan. Polynomilaskenta tuntuu
oppilaista turhalta, koska sille ei 16ydy jarkevia sovelluksia.
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kautta oivallettaisiin yleisia sdantdja, saataisiin tyokaluja
teoriakokonaisuuksien rakentamiseen ja paastaisiin myos
mielekkaisiin sovelluksiin.



Esimerkiksi yhtalosta
(a+b)> = a° + b> +2ab

saadaan tunnetulla tavalla Pythagoraan lause.
Se puolestaan johtaa kosinin ja sinin valiseen yhtaloon

cos? o +sinar = 1,
missa « on terava kulma. Kun vield huomataan, etta

; a ajc sina
ana = — = — =
b b/c  cosa’

niin teravan kulman trigonometria on saatu mukavaan

pakettiin, josta on hyva jatkaa lukiossa. Nama asiat

kuitenkin puuttuvat peruskoulun opetussuunnitelmasta ja

esiintyvat enintaan oppikirjan marginaaleissa.
O



Tehtavasarjan

(1-x)1+x) =
(1-x)(1+x+x?) =
(1—x)(1+ x+ x>+ x7)

avulla paastaisiin geometriseen summaan

x"—1

x—1

14+ x+x2+... +x"1 =

Sijoituksella x — (—x) saadaan lisda mielenkiintoisia tuloja.
Pascalin kolmiotakin voi nayttaa laskemalla (a + b)" pienilla
n:n arvoilla.



Tuloksia voisi soveltaa esim. alkeelliseen lukuteoriaan:

«) Osoita, ettd 22" — 1 on kolmella jaollinen kaikilla n € N.

) Osoita, etté jos p (> 3) on alkuluku, niin p> — 1 on
jaollinen luvulla 24.

v) Osoita, ettd 7" — 1 on kuudella jaollinen kaikilla n € N.

) Osoita, ettd jos a(> 1) ja n(> 1) ovat kokonaislukuja ja
a" — 1 on alkuluku, niin a =2 ja n on alkuluku.

e) Osoita, ettd summa
sn:1+%+(%)2+...+(§)"71

ei millaan n:n arvolla saavuta arvoa 2.

() Osoita, etté jos n on kahden nelion summa, niin myds 2n
on kahden nelion summa.



Mainittakoon, ettd Atle Selberg® kertoi lehtihaastattelussa

keksineensa kuusivuotiaana kuvion kaltaista koristelaudoitusta
katsoessaan yhtalon

a®—b*> = (a+ b)(a— b).

L Atle Selberg (1917-2007), norjalainen matemaatikko.
O



Selbergin yhtalo todistetaan kasiluokan oppikirjassa
lisatehtavien marginaalissa. Ysiluokan kirjan vastaavassa
kohdassa todistetaan myds summan ja erotuksen nelidokaavat.

Naiden yhtaldiden tulisi olla keskeisella paikalla polynomi-
laskennan yhteydessa. Ne olisi todistettava viimeistaan
13-vuotiaille osittelu- ja vaihdantalain avulla.

Viela vuonna 1980 ne opittiin seiskaluokan laajalla taso-
kurssilla. Nykyisin lukion pitkan matematiikan aloittavista
vain harva on sisdistanyt ne osaksi keskushermostoaan.

Oppilas voi saada kiitettavan arvosanan peruskoulun
matematiikasta, vaikka on epaselvaa, tuleeko han koskaan
ymmartamaan perusalgebraa.



Nakemani ja kokemani perusteella sanoisin, ettd nykyisessa
peruskoulussa toteutuva matematiikan oppimaara muistuttaa
huomattavasti 35 vuotta sitten opettamaani suppean taso-
kurssin sisaltoa. Laajan tasokurssin oppilaat on jatetty oman
onnensa nojaan heitteille. Tama on koulumatematiikan suurin
ongelma ja perustava syy lukiossa ja lukion jalkeisissa oppi-
laitoksissa koettuihin matematiikan opetuksen ongelmiin.

Asiaan myotavaikuttaneet ovat hokeneet sotahuutoaan
hienosti englanniksikin: Less is more! Olen kutsunut heita
sivistyksen tuhoajiksi. En edelleenkaan keksi myonteisempaa
ilmaisua.

Myos Simo K. Kiveld on ilmaissut ihmetyksensa peruskoulun
matematiikasta blogissaan http:
//simokivela.blogspot.fi/2014_01_01_archive.html.


http://simokivela.blogspot.fi/2014_01_01_archive.html
http://simokivela.blogspot.fi/2014_01_01_archive.html

Lukion matematiikkaa

Ylakoulun matematiikassa

ei ole varsinaista perusalgebraa,

e ei ole varsinaista geometriaa,

sisallot eivat jasenny loogisiksi kokonaisuuksiksi,

paattelya edellyttava oppiaines puuttuu lahes kokonaan
e tyoskentely on padasiassa laskukoneen kayttoa.

Matematiikka siis alkaa vasta lukiossa. Pitkan matematiikan
valinneilla, ajattelemaan tottumattomilla oppilailla on siis
melko korkea kynnys ylitettavanaan.



Ratkaisuksi on esitetty, etta tiettyja vaikeiksi koettuja
perusasioita ei enaa tarvisisikaan osata. Riittaa, etta ostetaan
laskukone, kaavakokoelma ja opetellaan jonkinlaista abstraktia
ongelmanratkaisutaitoa. Less-is-more-henkildiden tavoitteena
nayttda olevan matematiikan havittaminen lukiostakin.



Peter Hasto toteaa LUMA-sanomissa:

"Lukion opetussuunnitelmatydssa on noussut ajatus lukion
aloittamisesta lyhyen ja pitkdn matematiikan yhteisella
pakollisella kurssilla. Mikali kurssi koskisi sisaltotiedon sijaan
ongelmanratkaisun opiskelua, se voisi olla hyvinkin mielekas.”
ja edelleen:

"Rutiiniosaaminen on matematiikassa annetun reseptin
(algoritmin) osaaminen, jonka tarkka kaytto takaa oikean
ratkaisun. Sen vastakohtana didaktisessa tutkimuksessa on
ongelmanratkaisu: ongelmatilanne on kasilla kun eteneminen
vaatii uuden tehokkaamman |ahestymistavan kehittamista
ratkaisun saavuttamiseksi.”
(http://www.luma.fi/artikkelit/2589/
kommentti-pisa-tulos-yllattavan-hyva)


http://www.luma.fi/artikkelit/2589/kommentti-pisa-tulos-yllattavan-hyva
http://www.luma.fi/artikkelit/2589/kommentti-pisa-tulos-yllattavan-hyva

Ajatukset ovat ylevia, mutta ne johtavat kaytantdihin, joiden
tuloksena on yleisen osaamistason aleneminen entisestaan.

Rutiinien osaaminen ja ongelmien ratkaiseminen eivat
ole toistensa vastakohtia. Useimmiten "tehokkaamman
lahestymistavan kehittaminen” perustuu jo opittujen
rutiinien kayttamiseen uudella tavalla. Ei liene tarkoitus,
etta koululainen luo tyhjastd uutta matematiikkaa.

Hyvin laadituissa oppimateriaaleissa on sopivassa suhteessa
rutiinien oppimiseen ja syventdmiseen tarkoitettuja tehtavia
seka soveltavia tehtavia. Matematiikkaa voidaan soveltaa
myos matematiikkaan. Matematiikka itsessaan on jatkuvaa
ongelmanratkaisua. (Voi tietenkin kysya, onko meillad enaa
hyviad oppimateriaaleja.)



Esimerkiksi Haston Dimensiossa antama mallitehtava

Anna esimerkki kasvavasta funktiosta f, joka tayttia kaikki
seuraavat ehdot:

a) f(0) =1,
b) f(1)=2,
c) f'(2)=0,

d) (FY1)=1/3

edellyttad monenlaisten rutiinien osaamista. Laskimesta ei
juuri ole hyotya eika siita, ettd nakee kaavakokoelmasta
kaanteisfunktion derivoimissaannon. Saantd on taytynyt
ymmartaa, jotta sen soveltaminen uudessa tilanteessa
onnistuisi. Ymmarrys saavutetaan soveltamalla sdantoa
vaihtelevissa tilanteissa ja kaymalla lapi sen perustelu.



Laskimesta ja kaavakokoelmasta ei liioin ole apua seuraavissa
"hevosvetoisissa mummomatematiikan” tehtavissa:

«) Osoita, ett3
1 1
lim ( - — ) = 0.
x—=0 \'sIn x X

B) Osoita, ettd funktio

f(x) = ! —)1(

sin x

on aidosti kasvava valilla 10,7

Nama jaanevat nykyisen opsin mukaan laadittujen
oppikirjojen varassa opiskelevien ulottumattomiin.



Symbolisten laskimien ja kaavakokoelman kayttoa on
perusteltu mm. silla, etta rutiineista vapautunutta aivo-
kapasiteettia voi kayttaa varsinaiseen matemaattiseen
ajatteluun ja luovaan ongelmanratkaisuun. Tallainen puhe on
ihmisaivojen halveksuntaa, ks. http://www.hs.fi/tiede/
Supertietokone+jaksoi+mallintaa+ihmisaivojen+
toimintaa+vain+sekunnin/a1389672278983


http://www.hs.fi/tiede/Supertietokone+jaksoi+mallintaa+ihmisaivojen+toimintaa+vain+sekunnin/a1389672278983
http://www.hs.fi/tiede/Supertietokone+jaksoi+mallintaa+ihmisaivojen+toimintaa+vain+sekunnin/a1389672278983
http://www.hs.fi/tiede/Supertietokone+jaksoi+mallintaa+ihmisaivojen+toimintaa+vain+sekunnin/a1389672278983

Rutiinien hallinta painvastoin vapauttaa aivot luovaan
ajatteluun. Musiikissa nahdaan (ja kuullaan) sama ilmié:
Rock- ja pop-musiikin harmoniat hallitaan enintaan neljalla
soinnulla, mutta jazzmuusikoksi tai konserttimusiikin
saveltajaksi kehittyvan on tunnettava melkein rajaton maara
sointuja seka niiden valiset harmoniset suhteet.



Mielestani lukion pitkdan matematiikan opetussuunnitelmaa on
kehitettava nykyisen tuntijaon sekd Solmun paakirjoituksessa
http:
//solmu.math.helsinki.fi/2013/2/paak_2_ 13.pdf
esittamani hahmotelman pohjalta. Kattavalla kaavakokoel-
malla ja symbolisella laskimella ei ole siina sijaa. Oppiminen
perustukoon omaan tekemiseen, ajatteluun ja ymmartamiseen.
Perustavaa laatua olevat asiat on opiskeltava perusteellisesti.
Talloin analyysia opitaan nykyista vahemmalla vaivalla ja
lyhyemmassa ajassa.

Lyhyessd matematiikassa kaytettakoon kaikkia mahdollisia
laskuteknisia apuvalineitd. Opetussuunnitelma on kehitettava
nykyista paremmin vastaamaan yhteiskunnallisten, humanis-
tisten ja kaupallisten jatko-opintojen tarpeita.


http://solmu.math.helsinki.fi/2013/2/paak_2_13.pdf
http://solmu.math.helsinki.fi/2013/2/paak_2_13.pdf

Yhteenvetoa

Matematiikan oppimista on kehitettava niin, etta

ylakoulun oppimaaraa teravoitetaan huomattavasti
nykyista kasitteellisempaan suuntaan, mika edellyttaa
selkeasti eriytettya opetusta,

oppilailla on peruskoulun paattyessa realistinen kasitys
omista matemaattisista kyvyistaan,

lukion pitka ja lyhyt matematiikka opiskellaan erillising,
pitkan matematiikan opiskelu tapahtuu omaan
ymmarrykseen tukeutuen ilman merkittavia apuvalineit,

lyhyessa matematiikassa turvaudutaan kaikkiin
mahdollisiin apuvalineisiin.



Dipolissa MAOLin kevatpaivilla 12042014

Markku Halmetoja



